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Prova rigorosa do numero de inteiros de base quadratica entre termos consecutivos
da sequéncia.

OBJETO DE ESTUDO
Polinbmio C,(L) = (L2+ L + 1)?

TEOREMA

Quantidade de Saltos é iguala[2L + 1]

DOMINIO
LeN={0,1,23,..}
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1. INTRODUCAO E CONTEXTUALIZACAO

O polinbmio C,(L) é definido expansivamente como C,(L) = L* + 213 + 3L2 + 2L + 1,
o qual corresponde exatamente ao quadrado do trinbmio quadratico B(L) = L*+ L +
1. Trata-se de uma funcéao algébrica de elevado interesse na teoria dos niumeros e
combinatoria, estando ligada a malhas hexagonais centradas e a soma de
poténcias inteiras. Como C,(L) = [B(L)]* com B(L) € N para todo L € N, cada termo
produzido pela sequéncia C,(L) é estritamente um quadrado perfeito. Este relatorio
tem como objetivo demonstrar analiticamente a lei de distribuicdo que rege o
numero de quadrados perfeitos existentes entre dois termos consecutivos dessa
sequéncia.

TEOREMA DOS QUADRADOS PERFEITOS INTERCALADOS

Para todo inteiro ndo-negativo L € N, o nimero de quadrados perfeitos contidos estritamente no intervalo aberto
(Ca(L), Cz(L+1)) é dado de forma exata pela expressao linear N(L) =2L + 1.

2. DEMONSTRACAO ALGEBRICA RIGOROSA

PASSO 1 (DEFINICAO DA FUNCAO BASE):
Seja B: N — N a func&o que associa cada numero natural ao seu trinbmio

correspondente:

B(L)=L2+L+1

PASSO 2 (CALCULO DO TERMO SUBSEQUENTE DA BASE):
Avaliando a fungéo base no ponto L + 1:

B(L+1) = (L+12+ (L+1)+1=(L2+ 2L+ 1)+ L+1+1=12+3L+3

PASSO 3 (ISOMORFISMO E BIJECAO COM A ORDEM NATURAL):
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Como a fungao quadrado f(x) = x* € estritamente crescente

para todo x > 0, a ordem relativa entre inteiros preserva-se rigorosamente em seus
quadrados:

X<y & x2<y?

Consequentemente, a quantidade de quadrados perfeitos contidos estritamente
entre C,(L) = [B(L)]? e Cy(L+1) =

[B(L+1)]? é idéntica a quantidade de numeros inteiros compreendidos estritamente
entre as bases B(L) e B(L+1).

PASSO 4 (CONTAGEM DE INTEIROS NO INTERVALO ABERTO):
Para quaisquer dois inteiros a, b € Z com a < b, o numero de
elementos no intervalo aberto (a, b) é dado porb - a - 1.

Aplicando para a=B(L) e b = B(L+1):

N(L) = B(L+1) - B(L) - 1

3. TABELA DE VERIFICACAO EMPIRICA

A tabela a seguir exemplifica o teorema para os primeiros valores de L,
evidenciando a correspondéncia exata entre a formula 2L + 1 e a contagem
explicita dos quadrados perfeitos pulados.

Cy(L) = [B(L)]? Cy(L+1) = [B(L+1)]? Quadrados Pulados no Intervalo (Explicitagao) Qtd. Pulada (2L + 1)

0 12 = 1 3#=9 22 (isto é: 4) 1(2:0+1)
1 3=9 72=49 42, 52 62 (16, 25, 36) 3(2:1+1)
2 72 =49 132 =169 82, 92, 102, 112, 122 5(2:2+1)
3 132 = 169 217 = 441 142, 152, 162, 172, 182, 192, 207 7(2:3+1)
4 212=441 312 = 961 222, 232, ..., 307 9 (2:4 +1)
5  312=961 437 =1 849 322, 332, ..., 422 1 (2:5+1)
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4. PROPRIEDADES COROLARIAS

A partir da demonstracao principal, derivam-se trés propriedades notaveis
adicionais:

1. Exclusividade de Bases impares: Como B(L) = L(L+1) + 1 e o produto de dois
numeros consecutivos L(L+1) é

sempre par, B(L) € estritamente impar para todo L. Assim, C,(L) gera
exclusivamente quadrados de numeros impares.

2. Contagem em Relagdo aos Quadrados impares: Se restringirmos o universo de
analise apenas ao conjunto dos quadrados impares, a quantidade de quadrados
impares pulados entre C,(L) e C5(L+1) reduz-se exatamente a L,

formando a sequéncia natural 0, 1, 2, 3, 4, ...

3. Crescimento da Distancia Absoluta: A diferenca direta entre valores consecutivos
de C,(L) expande-se como

Ca(L+1) - Cy(L) = 4(L+1)(L%2 + 2L + 2), o que demonstra que a distancia entre os
termos é sempre divisivel por 4.

5. CONCLUSAO

Demonstrou-se de maneira rigorosa que a quantidade de quadrados perfeitos
existentes entre os termos consecutivos do polindmio C,(L) obedece estritamente a
progressao aritmética dos numeros impares 2L + 1. Esta propriedade decorre do

comportamento quadratico da base B(L) = L2 + L + 1 e da monotonidade da funcao
de poténcia quadratica nos inteiros positivos.
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